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Analisis Complejo: 2.3 Familias normales.

Teorema de Riemann R
29/11/2006

@ Estudiar la topologia Tk de convergencia uniforme sobre
compactos en C(€2), Q2 C C: metrizabilidad, completitud,
caracterizacion de subconjuntos compactos (Ascoli).

@ Utilizar las nociones anteriores en J°(Q2): recordar el teorema
de Weierstrass; demostrar los teoremas de Montel v de Vitali.

@ Enunciar vy demostrar el teorema de representacion conforme
de Riemann.

@ Establecer distintas caracterizaciones de los abiertos
simplemente conexos de C.

©@ Estudiar integrales dependientes de un pardmetro: férmulas
integrales para las funciones 'y {.

(2 es un abierto del plano complejo y (E.d) un espacio métrico.

@ EY es el conjunto de las funciones f : Q2 — E y C(f2.E) es el subconjunto
formado por las funciones continuas.

©Q 71k es la topologia en = para la que las sucesiones convergentes son las
que convergen uniformemente sobre compactos de 2.

© Base entornos para T en f € EX:

By ={V(f.K,e}: K CQ compacto, € > 0}
V(F.K.e)={gcE® dx(f.g)<e}; dx(f.g)=sup{d(f(z).g(z)):zeK}
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Un conjunto de funciones G ES es abierto para la topologia T cuando
para cada f € G existe V € % tal que V C G.
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Las sucesiones f, € E* que son convergentes para Tj son precisamente
las que convergen uniformemente sobre compactos.

Para cada abierto ©2 C C existe una sucesion fundamental de

compactos, es decir, una sucesion de compactos K, C €2, que
verifica

Q= U Kn, ¥ KHCP?DH para todo n € IN.
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Cada compacto K C £ esta contenido en alglin K. J
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Teorema

Sea (K,) una sucesién fundamental de compactos en el abierto 2.

Para f,g € E* se define

p(f.g) =Y 27"pa(f.g), con p,(f.g)=min{l,d,(f
n=1

Entonces p es una distancia en E*? cuya topologia asociada es 7.
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Proposicion

En las condiciones del teorema anterior si el espacio métrico (E,d)
es completo, el espacio métrico (E*,p) también lo es.
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Corolario

Sea Q2 C C abierto y (E,d) un espacio métrico. Entonces, C(Q,E)
es un subconjunto cerrado de (Eﬂ,r;{). Si (E,d) es completo el
espacio métrico (C(€2,E),p) también es completo.

DQ.W\U%\VTQC\(()-M." 9 (J M ——
e E) 5 B e Pl |
v‘ &%V\) nm“\’eYsef hedio %MW\'wamwxeu, -

En \mv\-a‘cka pavat cade gL St 70 es o

\

Solove C:!W\(Mij .

Um@vmewtml‘e Y
DICYS 'C_ﬂ,/e,nhwceo 3“\

D(Cuf)
3 es aubva
0 (ear) “ wera y del ‘/ledno

. encict de \a pr
a - Z?%‘!L“;Q) Vc‘i cvifo Ci-“::::ﬂo (JVE e) VY\Q‘*(\'QO (M\Pﬁe}o (E&’ e> A
e %\-@. /

(e, P) = o1 mebrico comple fo. 4

Definicién

Una familia .# C C(Q, E) se dice que es equicontinua en a € 2
cuando para cada € > 0 existe D(a,r) C 2 tal que

[z€ D(a,r),f € F|=d(f(z),f(a)) <&

Se dice que .# es equicontinua cuando es equicontinua en cada
punto a € (2.
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T, la topologia de la convergencia puntual (la topologia producto)
en E*, donde una base de entornos de f € E es la formada por
los conjuntos V(f,H,e) con HC Q finitoy € > 0.
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Si F C E?, denotaremos por Z © (resp. F ) su clausura en
E*! para la topologia 7, (resp. 7).
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Si la familia # C C(£2, E) es equicontinua, su clausura F*
también lo es y por lo tanto F*C C(Q2,E).
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Proposicion

Si la familia # C C(£2, E) es equicontinua entonces FPr=F
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Corolario
En una familia equicontinua # C C(Q, E) coinciden las topologias

inducidas por T, v Tk.
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Lema

Sea S C €2 un conjunto denso y (f,), C C(£2, E) una sucesién
equicontinua puntualmente convergente sobre 5. Si para cada
z € (2 existe un compacto K; C E que contiene a la sucesién

(fa(z))n, entonces (f,), converge uniformemente sobre compactos
hacia una cierta funcién f € C(Q,E).
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Teorema de Ascoli
Una familia % C C(£Q, E) es tx-relativamente compacta si y solo
si cumple las dos condiciones siguientes

1) % es una familia equicontinua.

ii) Para cada z € Q el conjunto F(z) ={f(z):f€.F} es
relativamente compacto en el espacio métrico (E,d).
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Familias normales

Proposicién

Sea £ C C un conjunto abierto. 3#(Q) es cerrado en (C(Q).7x) v la
derivacién D : (5#(82). 1) — (5#(Q2).7xk ) dada por D(f) :=f' es una

aplicacién lineal vy continua.
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Definicién
Una familia & C 5#(Q) se dice que es normal cuando de cada sucesion (f,),

en % se puede extraer una subsucesién que Ti-convergente hacia alguna
f €5(Q) (i.e. # es un subconjunto relativamente compacto de (5#(02), 7y ):

Si K C Q2 es compacto y f € C(£2) escribimos || f ||):=supzck |F(2)]. |

Definicién
Una familia & C 5#(Q) se dice que es acotada cuando para cada compacto
K C § se cumple sup{|| f ||x: f € F} < +oo.
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Para una familia # C 5#(Q) son equivalentes:

a) & es acotada.

b) Para cada ti-entorno de 0, V C 5#°(52) existe t > 0 tal que & C tV.

c) Para cada a2 existe D(a.r) C §2 con sups-z ||f||mti +oo.
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Teorema de Montel

Una familia # C 5#({Q2) es normal si y sélo si es acotada. Asi, F C (1) es

Tic-compacta si y sélo si es Ti-cerrada y acotada. (FINAL}
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Corolario

No existe una norma en J#(£2) cuya topologia asociada es k.
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Observacion

En un espacio métrico compacto (X, d) una sucesion (x,)n
converge si, y sélo si, (x,), tiene un tnico punto de aglomeracion.




Teorema de Vitali

Sea Q2 C C un abierto conexo y (f,), una sucesién acotada en
() que converge puntualmente en un conjunto M C 2 con
M’ M Q0. Entonces (fn)n converge uniformemente sobre
compactos. Su limite f € J#(£2) queda determinado por la
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eZ? como un limite

La sucesién f,(z) = (1+2z/n)" converge uniformemente sobre
compactos de C hacia &°.
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Teorema de Hurwitz

Sea (f,) una sucesion en (1) que converge uniformemente sobre
compactos hacia f € () y sea D(a,r) un disco cerrado tal que
f(z) # 0 cuando |z —a| = r. Entonces existe m € N tal que para
todo M >Mlas funciones f y f, tienen el mismo nimero de ceros
en D(a,r) (contados repetidos segtin sus multiplicidades). f

FINAL |

(Dew\o%)&ruo\'o[f\ = Oosewvar que 53U 2= muin { PIESIE |2 ~al=r >0 L

N 3 WE: YY\>/V1£ z_v\\'oncee
\QM{%) —8%)\ < €

\z-c\zr \Brul=f \-
- onlzedod
% Ereven el mowo W de Ceroy em D(szmow

(
Serac(m mu\\n\;l\‘c\dud:b d\t‘bP\)CIb del T de Rﬁudﬂc%

¢ \J12) |

/\egma

Corolario

Sea 2 C C un abierto conexo y (fn) una sucesién en S#(£2) que converge
uniformemente sobre compactos hacia f € ##({1). Si cada f, no se anula en §2
entonces, o bien f es idénticamente nula, o bien f no se anula en (1.

M'— SUPOYI%OLW\W q,we C? no ev \o\ej/\‘hcum@/\“g hulo.. \/eo_wm?; q}e
8“0 Vuede anclarte. Siexste aedl wn JW=o o aes w cero sl cho™
~ F D e +d ge Oaho secndacen Dl \lay M.

(g no o€ anole en |2-al=r /~— ane\t\(z 5“3’3’ Jv\evnen en D(Q\V) e'\
Horwite Mbmo w de e’ \o ge o) O.)o%onm:#:

Corolario

Sea 2 C € un abierto conexo y (f;) una sucesién de funciones inyectivas de
(1) que converge uniformemente sobre compactos hacia f € 5#((2).
Entonces, o bien f es inyectiva, o bien f es constante.

Den - Fljor ae e Comderar iz LNG 5 Gal2)=Jole)-§,@). +#
gn Sy 1@ o H(Na) ~e J-]@) vo se anda e Sl P \n7.
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Proposicion

Sea 2 C C un abierto conexo. Si # C H#(Q2) verifica
i) Existe a € Q tal que {f(a):f € F} es acotado.
i) U{f(Q):fe F}£C

entonces .# es una familia normal.

Dew\oéuu.uow Sea DLblY v >0 -l:ugrue 3 ODUOI’) ﬁ

. \Lr Pmca&a&eﬂm
m a b

JQCT\ 5 es ormalf. - De ‘19(‘“
(y\ ~ 3 uha eobsucebm{q
g€ Q—etﬂ-) Oloservar

J)
S sigue, que st (Ju)a 900G N

A L oalz2)
@V\K) (:q\ grue s 9 C
»—‘——- no 9 anole nunca. 4 9rV€ cowo Ny
e gt A Ty

@ — a(2)
as g(\c&cz dewnsTrodo que G es nomel. -

Montel-Caratheodory

El resultado de la proposicion anterior se sigue verificando cuando
la condicion ii) se sustituye por la condiciéon mas débil:

ii") Existen a,b € C, a# b tales que cada f € .# omite los valores
ayb.

.




Teorema de Riemann

@ Demostrar que si 2 ¢ C es abierto simplemente conexo, entonces (0 es
conformemente equivalente a D(0.1).

@ Notar que {2 # T es necesario en la equivalencia anterior.

@ Caracterizar los abiertos simplemente conexos en ©C.

.

Nobar que si SL=G el T™ de Liownill wolica que ho puede
D,X\fo\‘ir Vo 'PUVLC\O’\A V\o\owwrﬁx g: ¢ — D(oid) q,ue no sea covxs*wjte.
8'\“ eW\\oCugo 3. €S 'FaL(Q con%htar grue l& qplt'cauofu

a: G - -> D(OIU

2
N L4z

€5 un \r\OW\P_OMOT‘F&“aMO con wversa dodo por J_i(w): A~lwl

Lbs \ew\u_(‘, g'ue; %Hue_v\ SBon Pre PaVC&(UoS qua Lq &emos‘trauo[w de[
WY _Ql
| = de Hiewenn.

i) Sea f €5#(9Q) tal que f(Q) C D(0.1) y a< 2. La condicién

ol lwled.

0 < |f'(a)| = max{|g'(a)| : g € (%), g() € D(0,1)}

implica que f(a) =0.
i) Sif:Q— D(0,1) es un isomorfismo conforme y a=f 1(0) se verifica
f'(a)l = max{lg'(a)|: g € (), g(Q) C D(0.1), g(a) =0}

= max{|g'(a)]: g € H#(Q), g(Q) C D(0,1)}
= max{|g'(a)|: g € #(), g(R) C D(0,1), g inyectiva }

Demosjcmclofw "~ 4) 3\1?0%(““09 Q\,\}Q 4',) e d& 3 S5eq X(.Q):"(ED(O/-U-

E% cv't\o Wb 3 ot \%)_. — 2 —¢ . Ehjrovxces
I~y 2
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-k ° 5,
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L gltwle i) o

() —— | el
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5,090} 0]
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1y € sepd g gela, geade Dy ) € (8)
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NOTA: i en () escrbomes o<\<§‘(q)\: w\a'Lx“%‘cm; %elQ(Sl)lg(mcD) 8:n7cc\'(va}
aloncey fanbéu se ddhene (@)=, wn o mewa proeko.
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Entonces g'(a] = max{lg‘cab cpemm 3til)co(o,1 b= (4
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5e Leve \,\(a\ —0, or el apa i (W, La. Comt:%mm
-{ o) cD(,o 1 Con o "L(o) 0 ( 0 4) Co)) el
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Versién preliminar del teorema de Riemann

Todo abierto conexo 2 & C con la propiedad de que para cada
f e #(Q) con 0¢& () existe g € H#(2) con g2 =1, es

conformemente equivalente al disco D(0,1). ( }
FINAL

:Dejmos)ﬂ‘a.t:ié"-‘ Covgderemes o ‘pc.ml
¢-— geéf Ul Jﬂ (L) e Do i) \M{ec,\‘\ucc (]
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Dgy’v\ojjcmuom I ETAPA .~ Sea we (I‘\.ﬂ_ @Cowsko\evevnos\ & foncidy
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\/\ 0o dpedu 4 v L) e Do) ~ h(N) Do) ast acc e

la \uwe\m dela prumera ?urf& Dor otro ludo obeervese e lus
"guoldudes dotenidus en (ﬁ/)‘ W\A\J&'caw po lue observacones antes o{eﬂ

j\T@_orevvlu G hiw)=0.

Demoﬁ'muéw 2* ETP:PE_-" U{‘\\\z-qmmos ahora lu o lhime Pw{'acie\ Corelario
"9r\,e_ S\gue gt \[u, Tue demostrado como consecuencic del Lema de Schwarz.

Corolario

Sea f € 5#(D(0.1)) tal que f(D(0.1)) C D(0.1). Entonces para cada
a € D(0,1) se cumple

1—|f(a)

1—|af?
y si en algin a<€ D(0.1) se cumple la igualdad entonces f es una biyeccion
holomorfa de D(0,1) en si mismo. En particular, si f no es inyectiva se cumple

|F'(0)| < 1.

|f'(a)| <

_Tgmewws _\’L Cov@rruidud en \q Q)Ecepu awjtevior . S\\Ponaqvv\oe gfve JZL N &S

S0l re7 edive g Sopengaios g e Do, ) \h(R). 51 consideramas
Seoh ) Suw:z 2= Syohe HA) g of Suoh (). Tomems
=

%&J—Q(ﬂ) cow Q%a\;))zzsqo,\ﬁ_(&) Yaedl, 5: 5:2:22 tenenw s
ge se%zsqo&_ A~ S_yoDeg=h,
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/- gla) =k

\ﬁ_: S‘Nokos_&) eK6b08> ?ew 5—-6(0\“05—‘0:D '_"’D ho e

)
\"\YCC\'\\M ™ \(S-—og"\’\ 0 9)) (o\)\ ¢h 0% W \=\(f>_£\neSrQ (o?\i\ﬁb°%)1[}a)\<
& \(5b08> (a)\ Q\VQ C.oﬂxvrodcxie;h Lh'(ad) womize




Teorema de Riemann

Sea 2 ¢ C un abierto simplemente conexo. Entonces para cada
a € ) existe un tnico isomorfismo conforme f : Q2 — D(0,1) que

cumple f(a) =0y f'(a) > 0. (FINAL}
'De"“09¥*¢*°{0/f/= - S( 8 es s\m‘slemw{'e Conexo, satis f-uce {qq;k
\m‘uo”cests de Lo verany prelimnar ankerior 4 por lo tunbo exishe
4 . ) —— D(od) bigecedn conforme  Cov J(,a):o._iv\\a\evnwe
hara gL Cowg 8\(&\:{:0 boyando = ')
I

0 bserVames & l )
|\ d \ii Y Q&: N +—te D(od) esuna ‘outcc_uou ld (] deﬁwme

—_—

pure le gre (@})\m: J ) = ') =0.
0, (o sehokee

/
A%\[ ')orlemos %uponer 9(,\@ 4 Wmiowme €9 o (yecciou a
5 o boe Congieiones
8(0«\:0 Y J[CubO- \femoa Pura {'evvv\mc«\r gs,\e gyteg nallio

deferminen  § de Lovma univoca: B pongamed g Ocuﬂ_ = Do)
€5 OZ\'YQ \0\7(";:_.\(/)\4 con 8(@ =0 3 %\(a]wp, l:v\\‘owcw

3" ¢



Bernardo
Final


E\ olo)'e\-:vo aldru es demos trar Lac Ngvmrﬁe CQFCLCLYV\Z-QCW,VJ de log

m\o\er\'b% %\.VY\P[EW\EVL&Q vonexos:

Caracterizacion de abiertos simplemente conexos

Las siguientes condiciones son equivalentes para un abierto conexo 2 C C:
©Q Q es homeomorfo a D(0.1).

Q (1 es simplemente conexo.

© Cada camino cerrado en (1 es (2-homdéloge a cero. [FINAL}

Q C..' Q es conexo.

_ 1 [ f(w)
Q f(z)Ind(l.z) = 2 - Ea‘w, para cada f € 5#(Q), paracada z€Q y
para cada ciclo [ en 2

Q f f(w)dw =0 para cada f € 5#(Q) y para cada ciclo [ en Q.
-

@ 2 es holomérficamente conexo.
O Q es logaritmicamente conexo.

@ Para cada f € #(£) con 0 & £(Q) existe g € () con g2 = f.

o

Empezamos por adavar wda uno de los tancepts mvolucrados: ung ves que
\/luz)qwm ‘/Le_d/lo Q‘r‘:&) ) dewLosltrareW\oe \.CL e_gfu wo.ley\cmu e,V\JCr@, ’todac, las‘,

Pfo Lea\u&ee: ,
L=~ JL \’L°W\E-0V‘wg'p° a D(Oll), quiere decir %u.'_ existe v 'puwc\ow
b\\[ec\-wq dl; 0 ——>Dlst) conbmua con \nuersa J‘i cont .
I S e 5wvw\eme/\!ce Conexo, poc de‘r‘m\'cno(u/ ai cale cawno cervado om J)

€g \noWlo‘HPico o LUn (‘,lte'- alaca.\oar esfSCe recor&o.{bvio de )orofPledacles hqrcwus
Un re‘)a% wmesS ex\ncwérwo ale [m nocwow de a\ole_rl'o %xmp\evnen e (ONEXO+

3 - Coda camino cevrado ™ JL Q-Llowmrl°@o GLCeroj%\ nipico. %.c Cadh
camino cerrado 5 en L o da veelbos alredeflor de los Pwl:»»s de €\JL.

4.- Co\ L es conexm, $H“‘Q°° ge Q’m\& no se Puedle poner como
Uniin de dos cewads de € no {nvmlesd dts]uv\'tos: L\emoe de o Tor-
grue o\ﬁ,uf \o \Mpoufe%\'e G\‘co\-Q, onexo NO 9t PUEDE REEMPLAZAR

()o( Q\L e o nexo : _/./_//_////_/_ 0 Uha bumdk\mwzah\m_\ ()

- 2 (wmp. Lonexty Per
v/ 7y C\IL no )e/.\ c::v«exf.
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5.~ Lo 9‘,06_ ecceiloy mos agrmrj es la valides de lo fdrmolade Cavo‘ng, Pam
bodgs, \as Soncoues cidos en J2 .
6~ J um\ %UC enel /t',\‘cm Cwl‘(‘evfor Fero con e) Teorema de IG;we,ng_
a.- holowior i cumente  cnexo :; pae cada Gﬂe H (), exste
GHUL) Ll oe \:3.% .
D .- ?IL lo c‘v\\lcmfm%new)feamvxe)m:: Pﬂ”* tada geJ—Q[ﬂ) Con O?!(Jl)/
ex (pre 8% M) 1:-9(- e8®)= J\2) pore tada 2651, /
~  Exta QQV\d\'C\tIM es lo e hemoo uki\\'au&o camo Cundiclon SV kc.\cn"r
e el T™ de Riemann . Dare dotener oe Sl es covrc.eg‘uwalemte
a Do) st L+C.

Recordatorio sobre abiertos simplemente conexos

Definicion. Homotopia
Sean 1.7 : [0.1] — £ dos caminos en un abierto O C .

© 5i 10,71 son cerrados, se dice que son {2-homotépicos si existe una
funcién continua h : [0,1] x [0,1] — €2 que verifica:

i) h(0,t) =y0(t), h(1,t) =n(t), para todo t < [0,1].
i) h(s,0) = h(s,1) para todo s € [0,1].

@ Si o, 1 tienen los mismos extremos: y(0) = y1(0) = zo,
(1) = ¥1(1) = z1, se dice que son Q-homotédpicos (como caminos con
extremos fijos) si existe una funcién continua h: [0,1] x [0,1] — €2 que
cumple:
i) h(0,t) =y0(t), h(1,t) =n(t), para todo t < [0,1].
i) h(s,0) =z, h(s,1) = z; para todo s € [0,1].

En ambos casos se dice que h es una homotopia entre 15 v 1.

-

Lo vocida de Wowo*:»’ptq, s\%mﬁ[fca g ?OAQW\O@ deformar cofinvamente
To e Ty )@ travey do. camnos cerrados % o y Ty SOV CefVadon, 0
o Krones de cwmi e (of a&r%osacisoe%\' Bo Y 0y o &t euen.



Oupenemoe 4 Ko, Ty o] — € £
LA

vesel

X
\n(sflc)==(4"5> TolE) # *5.%) o0& Ll
Si 2 C C es un abierto, denotamos por
A() :={y:[0,1] — $2: y camino cerrado}.

A(£2) lo consideramos dotado de la norma del supremo

[7]|ee == sup [y(t)].
t<[0.1]

Ejercicio
Sean %,71 : [0,1] — © dos caminos cerrados en . Pruébese que
son equivalentes:
© 7,71 son homotodpicos como caminos cerrados en ).
@ Existe y:[0,1] — (A(S2).]| - ||==) continua tal que Y(0)=7% vy
Y1) =n.

R esoluci g, @ = ol ¥ €% como eu @ e alomno Pvede comprobaf
wmedidtameuie ge (s 0= YOU) oc5es 0ekEd,
establece v homotopia. eatre To u . .
@ :7@ il M‘E"‘ﬂ"blﬂﬂﬂ & UG \/lowto\vr:ia de cawmnos
v W0 =T l€) gy Wb =T, l6) enton ced
K EOM.] — AKQ) ded N ke pUv 5’\/‘4"6'(5>

cetypdos



d(mde 6(5) [t) := hist) y, es uiu o\\ﬂimcu’m toutinuce para. el =N g &
ok b odomacdn se Sigue, o el alumno puede comprobar de lo

C@V\{'\V\NdUA UNIFORME de \/1, en EO,l]KDtL}. -’ﬂl’

Sea £2 C C abierto y fijemos a & £2. La aplicacién
Ind(.,a) : (A(2).]| - ||) — Z, que a cada y € A(2) le hace
corresponder su indice alrededor de a es localmente constante.

Demo?’\-md‘),‘” o~ Nece_s,il'qw\os U\vittzor e rcw\lro.do g es\'u\o»Qece g€ CX
¥y o S dos wminos (efados gue Mo pasaun por Cevo Y
| yle) - o)l < |¥te) | +lote) ] eatontes Iv\d.LK,o)-_Ind(u—,o)}
S ; Vieloyid
T iawos Xe]\m_) ¢ Como OL%'ZS(EOLL-J) ten emos Ge
\ 0<E=ml\n%\5w\—a\=’€e®aﬂkj

: - g : )
o1 tomawoe B\L-\l (f)&/z)zlo—e‘[\‘(”ﬂ:)' | g-oW< /z} ento ac
e By (w182) ™ i
| \“mu:) s & Wg-ol e ®p < Iyle)-al 7> -
'~0 - _
teToidd \7[’{:6,[0’4] ~

— (cly- | < |y LE) =l
Ind(\@,&):im(@‘,a) Y asl Tad(o))es

\Om\me\m\e constate ©wo gerewes dewmostrt «

\fste) ~a)

Proposicién
Si 0,7 :[0,1] — Q son dos caminos cerrados 2-homotépicos,
entonces son {2-homélogos.

DCW\OD!YTQC(O(M." SPQ a€ G\ . e[ To Ty 0w Sl-\/lowm\:é\g\‘coc,\ OA.\.M(@
Xt K'”'\-'o’i:s ' (AUL))\\'\\“,) Continua bl que ZV=Yo, TU=T1-



SC cons dev amads Tl [+, 0)
Tot] Al *‘AZ—L}Z
Ay B T Ind (¥161,)
e.%lm Q?Q(cac.\(gu 5 \om\mcﬁc CQV\%JRI(VV)(Q 6 Por Lo ‘kom\‘? CeJV\)fw\ucL A\
Coamo [0,1] es tanexo , Ao Quwcmrw es 3\3 (th VX

Thd (3o, &) =Tnd (¥, %) Pporw cada a€ €\ . #

Definicién

Un abierto conexo 2 C C se dice que es simplemente conexo si
cada camino cerrado en (2 es £2-homotopico a un camino
constante.

C@m &‘o\‘u ﬂoctcgw de a\mcf\‘o 5\mMemw% Congxo & c\ava gre &
S es s\m?ﬁemm\-e onexo (T G e comimo cerrado e (2
s Jl—\f\ovmqvgo o cero ! estn 5 \a \M‘Jrcauo/u @ :p@ enel
Leoewe con 2 egowvalencias.

De&\)ue(s d;\—‘bra\mjo q,ue hewpb her 9ethewe oMo OVEetu encit:

Teorema de Cauchy

Sea f € #(2) y ¥ un camino cerrado en €2, regular a trozos y
(2-homotdpico a un camino constante. Se verifica

f(z)

Z—d

/}rf(z)dzzﬂ; Ind(y, a)f(a) = L /}’

= 57 dz si a & Imagen(y)

Si Y, %1 son caminos regulares a trozos en {2, con los mismos
extremos, y £2-homotdpicos como caminos con extremos fijos, se

cumple
/}if(z)d.:_f':/nf(z)dz




\/&W\O% o demostrar ahora [u Cuvc‘ckev{ z—acmrn dado en la Pq,%mo\ 2_3
CON nueye CDN*.&CCOV\ﬁB Q—g{U\UU.L.‘QV\.{_ﬂ'b Pw& [.(‘J“' d(_lmty’hjg s\W\PIEYVIQY\('e canexns

DEMOSTAACLON — [ FINAL }

Q Q es homeomorfo a D(0.1).
Q (! es simplemente conexo.
S( T N +— D(%d) esun \'\omeomr'ﬁfsmo Y vl — JL

cerrado €n ﬂ, e nfouces "YS’DJ-—J — Dl6.1), esun camino cerioch

A JL aue. € \/Nmol:o,Pfco o Une the ! st ‘/\5[(’(4-17(['0(13 — D(o,4) &l
‘\OW\O“‘OP‘\G m;cver’v“é‘ \[l Une d‘e./ entonces f"c_\n. =C°¢43KE°(H——’J2- gs Una
\/\OMG\‘dPeQ e.vr\‘de ?5‘ a UA Cameno clce ey Jl..

Q (! es simplemente conexo.
© Cada camino cerrado en £ es £2-homélogo a cero.

S ze Gl 4 B €5 Un oo GerradanL/ enlonces ¥ €5
\/\omo\‘d?ico con commo cle=g, emdl ~ Tnd (g, 2) =Tnd (s, 2) =0,

POY Once
Proprs\cudu, aulenor

© Cada camino cerrado en 2 es (2-homélogo a cero.

Q C. '\ f2 es conexo.

Vawmos o demostrar 9. i © vo 4 satistuce entoncen @ Tampocs . %”P"Q"‘“’“
G Co\L no @5 conexo, Tomemss A B cetrados ey G\ (Cetrades o Go)
no tr L\Mlce/-’m_\ee ge d“%\.ﬂ_t AL B, Sl'.
B 0B AcC . Asy A es Cerrado m@j
Yor oteo ludo e fucilver awe A es aw fado
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Tomemes ahora 04 §¢ = 4 ﬂ')‘udo aeA/lComawws Unc

malle wwo la de) di\w)‘o de paso S de forma e a & wherio de uno
de los  coudrados ae. se slotienen, Gnederemos L7el cido formads por
\ue., 'pruﬂkc ras @D\J OLE. ‘\'OAO% \os Tecsfo.nav-Qo& EJ OA%%r Se \'\ene_ %VQ
| lvxd( E) a) = d_
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N ( .
el ado de eshe ColoR VERDE enel a\\bUJo de la pagina antenior .

© Cada camino cerrado en (2 es {:-homdlogo a cero.
Q C.. '\ % es conexo.
3ea [ N camino cerfodo JL g oeo- T la com?aneuioe onexec

no awotade de CWwm(¥): Tulwyesla omponeute conexc. de )
o en ﬁao\TMa}Jw , Gwo Smae () S S2 ~ o elsLe Cp\Imay ().
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© Cada camino cerrado en {2 es {2-homéloge a cero.

1 f(w)
Q f(z)Ind(l.z) = = rEdw, para cada f € J#({2), paracada z€Q y

para cada ciclo [ en 2.

Eobu e5 Lo Hdmolo de Cos duy; cada cdo 0 en 52 es 8- homdogo, u
Pose. €l Senemos Lo fevnol o zée QMJ/la pua Coda J ¢ PL0)
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para cada ciclo [ en £2.

@ Q f(z)lnd(l.z)= EL.[ de, para cada f € 5#((), para cada zeQ y

Q f f(w)dw =0 para cada f £ 5#(§2) y para cada ciclo [ en (0.
-

@) establece \avalidez del Teorema d&faudna g cada cido [y ades
Soncidn olowar fe Jedin). Cuundo se demuestra b £5rmola de Q)uché
Se Q%&‘a\ulece L& eq(ua':vct.‘evxc.\m f’Jlf\'fe_ @ 5@

Q f f(w)dw =0 para cada f € 5 () y para cada ciclo [ en €0
-

Q (2 es holomorficamente conexo.
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(Q QD (1 es holomérficamente conexo.
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@Q 2 es logaritmicamente conexo.
@ Para cada f € 5#(Q) con 0 & f(Q) existe g € H#(Q) con g? =T

St exuste qj ¢ () que ef#lﬁ :g
3\%)== 81’2@%) /8e)_em) 3 (3(%7)2;4’&&) Vfee S0

@ Para cada f € 5#(0Q) con 0 & F(Q) existe g € 3#(Q) con g2 =f.
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Covx(lovmeww&e e_qru wodeale o D(Dti) #‘

Integrales dependientes de un parametro

Proposicién

Sea ¥:[0,1] — C un camino regular a trozos, 2 C C un abierto conexo y

T :=%]0.1]). Sea F: T x @ — C una funcidon que cumple:
@ Para cada w € T la funcién z ~ F(w,z) es holomorfa en £2;

@ Para cada z £ Q las funciones w — F(w,z) y w— %F(w,z} son
continuas;

©Q Para cada compacto K C 2
sup{|F(w.z)|:we T.ze K} = Mg < +=e.

Entonces la funcién

f(z) ::_/]:F(w,z}dw

es holomorfa en €2 y

f'(z) ::f%f:(w,z}dw para cada z £ Q).
¥
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Proposicién

Sea 2 C T un abierto conexo y F : [0,+=0) x 2 — C una funcién que cumple:

S

Q@ F es continua;

@ Para cada t € [0.42=) la funcién z ~~ F(t,z) es holomorfa y se supone
que existe @ : [0, +eo) — [0, +20) tal que

(a) |F(t,z)| < @(t) para cada t € [0,4+o0) y z € ;
(b) Jo~ @(t)dt < +eo

Entonces la funcién f(z) := " F(t.z)dt es holomorfa en Q y

o
f(z) ::j;: %F(Lz]dt para cada z £ (0.
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Observacion

En la proposicién anterior se pueden sustituir (a) y (b) por la condicién de que
para cada compacto K C 2 exista @k : [0, 4==) — [0, +=<) tal que
|F(t.z)| < @ (t) para cada t €[0,4e)y ze Ky [ @k (t)dt < +oo
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twinado o tm Hmm % ’rener AOTauclunes eo\me COWLPC(CO& KCJZ—;
?WCL 8uruvxhzav e NOARMALIDAD de las aoaw'l\‘ae Involucrades.

Proposicién

La expresion f(z):= [;"" e~tt?~1dt define una funcién holomorfa
en el abierto 2 :={z e C:Rez > 0}. f coincide con la funcién I
en {x€R:x>1}y portantof =T en Q.
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